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Application of the Three State Kalman Filtering
for Moving Vehicle Tracking

R. Olivera, R. Olivera, O. Vite, H. Gamboa, M. A. Navarrete and C. A. Rivera

Abstract— The three-state Kalman filter (KF) is applied in the
optimal estimation of three state (position, velocity and
acceleration) in a moving vehicle; the problem is modeled like
linear time invariant (LTI) system in presence of additive white
Gaussian noise (AWGN). The steady-state filter parameters have
been simulated and analyzed for different process acceleration
noise (covariance). We show that KF estimation produce
minimum mean square error (MSE) if acceleration noise and
measurement noise are lower.

Keywords— LTI systems, optimal estimation, Kalman filter,
mean square error, steady-state.

1. INTRODUCCION

La inferencia probabilistica o filtrado, consiste en estimar el
estado de un sistema a partir de mediciones ruidosas o
incompletas; historicamente el primer algoritmo de estimacion
optimo fue el filtro Kalman. En 1960, Rudolf E. Kalman
publicéd su famoso trabajo describiendo una solucion recursiva
al problema de filtrado lineal en tiempo discreto [1]. A esta
solucion propuesta por Kalman se le conoce hoy en dia como
filtro Kalman. El filtro Kalman, después de mas de cincuenta
afios de su publicacion, sigue siendo uno de los algoritmos de
estimacion mas utilizados. En términos matematicos se puede
decir que el algoritmo de Kalman estima los estados de un
sistema lineal e invariante en el tiempo (LIT). La estimacion
mediante el filtro Kalman requiere sin embargo, del
conocimiento previo de los valores estadisticos iniciales del
ruido del proceso (evento fisico) y del ruido de la medicion u
observacion, asi como también de la matriz de covarianza del
error en la estimacion. En este trabajo se presenta la
simulacion numérica de la estimacion (rastreo) Optima de la
posicion, la velocidad y la aceleracion de un vehiculo
utilizando el filtro Kalman de tres estados; el sistema se
modela utilizando ecuaciones de estado que responden a la
naturaleza de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo.
Se tomd como punto de partida un sistema con movimiento
rectilineo uniformemente acelerado (MRUA), con aceleracion
constante distinta de cero. Durante la etapa de simulacion
numérica, se hizo variar la desviacion estandar del ruido
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producido tanto en el proceso (movimiento del vehiculo), asi
como también el ruido producido durante la medicion u
observacion del proceso. Como medida de optimizacion en la
estimacion obtenida por el filtro, se utilizé el minimo error
cuadratico medio (ECM) cuando la respuesta del filtro alcanza
su estado estable (estacionario). Los detalles inherentes al
ruido del proceso en la solucion al problema de estimacion
optima del vehiculo se explican en este reporte.

II. EL PROBLEMA DE ESTIMACION

La estimacion es el proceso de inferir el valor de una cantidad
de interés de forma indirecta, a partir de mediciones
imprecisas y ruidosas [2].

En la Fig. 1 se muestra el diagrama a bloques con cada una de
las etapas que representa el problema de estimar los estados de
un determinado proceso. En este caso particular, el sistema
dinamico representa el movimiento del vehiculo a lo largo de
una determinada trayectoria o camino, cabe sefialar que ésta
etapa depende completamente de las ecuaciones del modelo
matematico del proceso. El estimador de estados es el filtro
Kalman de tres estados, el cual utiliza las mediciones
obtenidas, generalmente contaminadas con cierto nivel de
ruido.

Un sistema LIT en tiempo discreto [3], [4], [5], se puede
describir en el espacio de estados utilizando las ecuaciones (1)

y (2):
X, =FX,_, +Tw, (1)
Y, = HX, + z, ©)

Donde X,, € R¥ es el vector de estado del sistema, Y,, € R es
el vector de las mediciones obtenidas. Aqui F y H son
matrices. El ruido w,, € RP del sistema y el ruido z, € RY de
la medicion son de tipo Gaussiano con media cero;
tipicamente los vectores de ruido se toman como no
correlacionados, esto es {WL-Z]-T} =0 para todo j ¢ i. La
ganancia del ruido del sistema es I'. Las covarianzas de w,, y
Z, son:

R = E{w,wy }, (3)
Q = E{zp7;}, “)
Ruido del Ruido en la
proceso medicion

Estado
estimado

Estimador
de estados

Mediciones
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Figura 1. Diagrama general del problema de estimacion de estado.

Como el objetivo principal de este trabajo es mostrar la
estimacion de los tres estados de un vehiculo utilizando el
filtro Kalman, para su mejor identificacion se propone utilizar
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las siguientes variables: p, indica la posicion, v, es la
velocidad y a, la aceleracion del vehiculo. Como se analizara
en este trabajo, el movimiento de un vehiculo con aceleracion
constante realmente es perturbado por una cantidad de ruido
en la aceleracion, lo cual dara una variacion en la aceleracion.
A continuacidn se presenta el modelo matematico de cada uno
de los estados a estimar y su representacion en el espacio de
estado.

III. MODELADO MATEMATICO DEL PROCESO

Tomando en cuenta que las ecuaciones (1) y (2) describen el
comportamiento dindmico de un proceso de aceleracion
constante de Wiener con segmentos constantes [4], las
ecuaciones de estado se hallaron de la siguiente forma: se
supone que un objeto se desplaza en linea recta y se quiere
medir su posicion p,, su velocidad v, y la aceleracion a,; las
ecuaciones derivadas son las siguientes:

1 1
Pny1 =Pn +Tvp + ETzan + ETZWns Q)
Un+1 = Vn + Tan + TWna (6)
Apt1 = Ay + Wy (7N

La posicion p,, la velocidad v,, y la aceleracion a,, son
medidas en n muestras con un tiempo de muestreo 7. w,, es el
ruido del proceso (cambios en la aceleracion), como se puede
observar, el ruido esta presente en cada uno de los estados del
sistema.

Entonces el vector de estado que contiene a la posicion, la
velocidad y aceleracion se puede mostrar como:

Pn
Un

an

X, = (®)

Finalmente, sabiendo que la salida es igual a la medicion
actual de la posicion del vehiculo, entonces el sistema lineal
modelado por las ecuaciones (1) y (2) puede ser reescrito
como sigue:

0 T 12 L2
2 2
Xni1=lo 1 T |Xnt| T [Wn ©)
0 0 1 1
Y,=[1 0 01X, + 2z (10

La matriz F' de 3x3, es la matriz de transicidon que permite
relacionar el estado anterior del sistema con el estado actual,
en este caso F es:

0T§T2
A=01 T’ (11)
00 1

La matriz de observacion H =[1 0 0], permite la
medicion actual del estado del sistema mediante Y, la matriz
de observacion indica que al momento de hacer la medicion
solo se tiene presente la posicion del vehiculo. El vector de
ruido del sistema es wy, = [Wp, Wu, Wa,]", el ruido es

blanco de tipo Gaussiano con media cero, esto es E{w, } = 0.
El vector de ruido de la medicion es z, = [Zpn  Zv, Za,],
E{z,} = 0.

Con la descripcion dada de las ecuaciones de estado, ahora el
siguiente paso consiste en describir el filtro Kalman utilizado
en el proceso de estimacion de los estados del sistema.

IV. EL ALGORITMO DEL FILTRO KALMAN DE TRES ESTADOS

Tomando como base las ecuaciones (9) y (10) para el
desarrollo del filtro de Kalman, el algoritmo de estimacion se
consigui6 de la siguiente manera [6]. La estimacion Optima de
la posicion, velocidad y aceleracion estd dada por:

Xn =X+ K, (Y, — CXp) (12)
n=PXn 1 . (13)
Pn
Donde X, =|7,| es la estimacién Optima de los estados
an
después que la medicion (observacion) Yy, ha sido procesada, y
Dn
X, = ﬁnl es la estimacion 6ptima de los estados antes que la
an
medicion Y,, sea procesada.
La ganancia K, del filtro Kalman esta dada por la matriz:
K, =P,H' (HP,H + R)™* (14),

donde R = 0,2 es la varianza del ruido en la observacion y B,
es la matriz de covarianza del error de estimacion previo al
procesamiento de Y,,. La matriz de covarianza B, se calcula
recursivamente usando la ecuacion de la varianza:

P, = ®B,®" +TQI' (15)
con

B, =(-K,HP, (16)
O equivalentemente,

B;'=PB'+HR'H (17),

donde P, es la matriz de covarianza del error de estimacion
después (posterior) de procesar la medicion Y, y Q = 62 es la
varianza de la aceleracion aleatoria.

En el estado estable, P, =B, =Py P,,; =P, = P. Por lo
tanto las ecuaciones (15) y (17) se transforman en:

P = ®Pd’ +QI’ (18)
P'=P'+HR'H (19)
Para facilitar el analisis del sistema, las ecuaciones (15) y (16)
son reescritas de la siguiente manera:

P—TIQr' = o - K,H)Pd', (20)
la matriz de covarianza P tiene sus componentes definidos
como

_ Py P Py
P =Py Py Py @D
P31 P3;  Ps3

En la diagonal principal de la matriz de covarianza previa, se
encuentran los valores medios cuadraticos del error en la
estimacion de cada estado.

Los elementos que componen a la matriz de covarianza
posterior P se pueden definir de la siguiente forma:
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pn Py, ﬁ13
P =Py Py Py (22)
P31 P3;  Psg

V. ANALISIS DEL FILTRO KALMAN EN EL ESTADO ESTABLE

Partiendo de la premisa que el sistema bajo analisis es del tipo
lineal e invariante en el tiempo con ruido blanco gaussiano, el
candidato ideal para resolver el problema de estimacion
optimo es el filtro Kalman. La solucién mostrada por el filtro
Kalman se divide en transitoria y estacionaria, siendo la
respuesta estacionaria de particular interés en este trabajo. A
partir de este punto, se introduce un importante pardmetro
denominado el indice de rastreo A, el cual caracteriza la
solucion general del problema de rastreo o seguimiento. El
indice de rastreo es un parametro adimensional, proporcional a
la relacion de la varianza en la posicion debida a Ia
maniobrabilidad del objeto (vehiculo) y la medicion entregada
por el sensor:

Y (23).

Ox

En el estado estable o invariante en el tiempo, la matriz de
ganancia del filtro Kalman se puede aproximar de la siguiente
forma como en [5], [6], [7]:

K a
P
K=|K,|= B/T |, de esta forma se asume que una vez
K, y/2T?

alcanzado la respuesta en el estado estable, la ganancia del
filtro no variara, manteniéndose constante cuando n — co.
La solucién general en el estado estable de la matriz de
ganancia del filtro Kalman de tres estados nos conduce a los
coeficientes del filtro alfa-beta-gamma (a-p-y) [8]. Tomando
como referencia las ecuaciones descritas en [4], las
incertidumbres (varianza) del filtro Kalman en estado estable
son:

~ Y

5 5 _B
Py, = ao} P12=;09? Py =550 24
= 8af+y(f—-2a-4)

P == e 0% (25)
B B2B-v) B v@2B-v)

Pz = 5t % P =iy 0f (26)

Como se puede observar en (24), las ganancias del filtro
Kalman en estado estacionario se definen como

_ o _ P _B_ P _ v _ P
Kp—a—%% ’K”_T_a,% 'Ka_ZTZ_U,% 27).

VI. RESULTADOS.

Una vez descritas las ecuaciones matematicas del filtro
Kalman de tres estados, asi como sus ganancias en el estado
estacionario, se procedid6 a realizar la simulacion
computacional correspondiente a las estimaciones de los tres
estados; el software utilizado para la simulacion
computacional fue el Matlab® 2009, ejecutandose en una
computadora portatil DELL con procesador Intel® Core(TM)
15-3370 CPU @ 1.80 GHz. El proceso de simulacion y
estimacion se formo con una sefial de medicion utilizando los
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primeros 1500 puntos de observacion, tal como se muestra en
la Fig. 2. En la Fig. 3 y Fig. 4 se muestra el resultado de las
estimaciones de la velocidad y la aceleracion del vehiculo. La
frecuencia de muestreo utilizada en este experimento fue de 10
muestras por segundo (7= 0.1 s), la desviacion estandar en la
medicion de la posicién o, = 10 m, un ruido de proceso de
aceleraciéon discreto con aceleracion o, = 0.001 m/s*; el
estado inicial del sistema se tom6 como X5, =[0 0 0], la

matriz de covarianza del proceso
2.5x107 5x1071% 5x107°

Q' =| 5x1071° 1x10~8 1x10~7|, la covarianza del
5x107° 1x10~7  1x107°

error en la medicion fue R = 100 m?, el indice de rastreo o
maniobrabilidad fue A =1x10"1°  Los parametros
anteriormente mencionados fueron tomados en cuenta por el
filtro Kalman para hacer la estimacion correspondiente de la
posicion, velocidad y aceleracion. En la Fig. 5 se muestra el
error de estimacion en la posicion alcanzado por el filtro
Kalman.

Posicion, m

Tiempo, s

Figura 2. Estimacion de la posicion utilizando el filtro Kalman de tres estados.

Velocidad, m/s

Figura 3. Estimacion de la velocidad utilizando el filtro Kalman de tres
estados.

I | |
- --=- Estimacion Kalman - —1—- - - — — — — - - == -

— Aceleracion real :
|

2
1
I
I

Aceleracion, m/s

Figura 4. Estimacion de la aceleracion utilizando el filtro Kalman de tres
estados.
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O ] B — A E————— S
i --- Error de medicion

= Error de estimacion

Error, m

Tiempo, s
Figura 5. Error en la medicion y estimacion de la posicion logrado por el filtro
Kalman de tres estados con o, = 0.001 m/s’y o, = 10 m.

Como se puede observar en la Fig. 5, el error en la
estimacion de la posicion del vehiculo se reduce a un nivel
minimo, también en esta misma figura se puede apreciar la
desviacion tipica en la medicion (calidad del sensor), el cual
da un rango de 10 metros, aunque como se puede analizar, en
algunos instantes de tiempo discreto se toman mediciones que
alcanzan aproximadamente los 30 metros; razon por la cual se
confirma la eficacia del filtro Kalman de tres estados en la
estimacion de la posicion del vehiculo. En la Tabla 1 se
resumen los resultados alcanzados en la estimacion de la
posicion  utilizando los  pardmetros de simulacion
anteriormente mencionados, asi como también la variacion del
nivel de aceleracion en el proceso; en esta tabla se muestra el
ECM tanto en la medicion como en la estimacion de la
posicion.

TABLA 1

ECM EN LA MEDICION Y ESTIMACION DE LA POSICION DE UN
VEHICULO APLICANDO EL FILTRO KALMAN DE TRES ESTADOS

Nivel Precision ECM ECM
de del enla enla
aceleracion sensor medicion estimacion
(m/s”) (m) (m) (m)
o, =0.001 | o,=10 92.85 2.77
g, =0.01 o, =10 103.13 5.23
o, =0.1 o, =10 100.62 16.50

En la Fig. 6 se muestra el efecto en la estimacion de la
posicion del vehiculo variando en nivel de aceleracion
0, = 0.01 m/s*, en contraste con los resultados obtenidos en
la Fig. 5, en la Fig. 6 se observa una mayor variacion en la
estimacion como resultado del incremento en el ruido de
aceleracion del proceso.

| [ Error de medicion
e -+ Error de estimacion

{{ — Desviacién tipica de ruido de medida

Error, m

i i“
n
L

g 0 o
Tiempo, s

Figura 6. Error en la medicion y estimacion de la posicion logrado por el filtro
Kalman de tres estados con g, = 0.01 m/s’y g, = 10 m.
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En la Fig. 7 se muestra el comportamiento de las ganancias del
filtro Kalman para la posicion, la velocidad y la aceleracion,
como se puede observar la respuesta para en cada una de ellas
es similar a la respuesta de un sistema LIT de primer orden,
mostrando una respuesta transitoria de aproximadamente 25
muestras discretas. Es de importancia hacer notar que las
ganancias del filtro Kalman de tres estados (estacionario)
estan directamente relacionadas con el periodo de muestreo 7,
el ruido del proceso o, y el ruido en la medicion o,
empleados.

— Ganancia Kalman en la posicion

--==Ganancia Kalman en la velocidad

Ganancias del Filtro Kalman

Tiempo, s

Figura 7. Comportamiento de las ganancias del Filtro Kalman de tres estados.

VII. CONCLUSIONES.

En este reporte se mostro el comportamiento mediante
simulacion numérica del filtro Kalman de tres estados, los
estados estimados fueron la posicion, la velocidad y la
aceleracion de un vehiculo; primeramente cabe mencionar que
el filtro Kalman necesitd del conocimiento total del ruido del
proceso a estimar, asi como también de la desviacion tipica del
sensor, lo que se podria traducir en la calidad del sensor
utilizado. Como el sistema analizado mediante las ecuaciones
de estado es un sistema LIT, se puede utilizar el filtro Kalman
estacionario con sus respectivas ganancias; mismas que se
alcanzan con el conocimiento del ruido y el periodo de
muestreo del filtro. Es de notar también que la variacion en el
nivel de aceleracion del proceso afecta al ECM en la
estimacion, lo que se podria mejorar con un sensor de mayor
precision. Finalmente cabe resaltar, que el problema de
estimacion Optima en el posicionamiento y rastreo de un
objeto puede ser de menor consecuencia si se trata por
ejemplo de estacionar un vehiculo en una calle comin de
nuestro vecindario; sin embargo el resultado podria ser
desastroso si se trata de posicionar un satélite en el espacio o
conducir una aeronave cercana a una frontera de un pais en
guerra.
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